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Abstract

La Teoria de Valuaciones es una rama de las matemaéticas que estudia las formas de medir comple-
jidad en los elementos de un objeto algebraico, bien sean grupos, anillos o cuerpos. Esta medicion
permite de alguna manera clasificar y comparar estos objetos, propiciando la existencia de sus
aplicaciones en diversas areas.

Podemos entender las valuaciones como una alternativa al concepto de valor absoluto abordado
desde su perspectiva no arquimediana, condicién que nos ofrece una conexién sélida entre propiedades
algebraicas y analiticas. A lo largo de la historia reciente, el estudio de las valuaciones ha resultado
en fendmenos enriquecedores a los ya conocidos y ampliamente estudiados del analisis real. Caso
del campo de los nimeros p-adicos @, completacion de Q con respecto a la norma p-adica diferente
de la que todos conocemos.
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1 GENERALIDADES DE LAS VALUACIONES

Contexto Historico

Las valuaciones en élgebra surgieron a finales del siglo XIX como una respuesta a la necesidad de
entender y extender los niimeros racionales de una manera mas general y profunda. Kurt Hensel
introdujo los niimeros p-adicos, una extension de los nimeros racionales que facilitaba el trabajo
con propiedades modulares y la resolucion de ecuaciones diofanticas. Este enfoque abri6 la puerta
a la formalizacion de las valuaciones por mateméaticos como Emil Artin y Emmy Noether en el
siglo XX. Las valuaciones permitieron medir "tamanos" o "valores" dentro de cuerpos y anillos,
proporcionando una estructura adicional que enriquecia el estudio de estos sistemas algebraicos.

El estudio de las valuaciones ha sido fundamental para avanzar en diversas areas de las matemati-
cas, incluyendo la teoria de niimeros, la geometria algebraica y la teoria de modelos. Las valuaciones
ayudan a clasificar cuerpos, analizar singularidades en variedades algebraicas y profundizar en la
estructura interna de anillos y modulos. Ademas, su aplicacion se extiende a campos como la
criptografia y la teoria de la informacion, donde una comprension detallada de la estructura al-
gebraica es crucial. En esencia, las valuaciones proporcionan una herramienta poderosa y versatil
para explorar y resolver problemas complejos en dlgebra y mas alla.

1 Generalidades de las Valuaciones

1.1 Topologia y Grupos Topolbgicos

En la presente seccion introduciremos algunos preliminares esenciales para un primer abordaje a
los conceptos base de la Teoria de Valuaciones, concretamente daremos herramientas y formalismo
a la topologia con la que vienen equipados nuestros objetos de estudio.

Definicién 1.1 (Topologia por vecindades). Sea S un conjunto. Un sistema de vecindades es una

familia indexada {N,}, ¢ de subconjuntos N, C ©(S) no vacios, los cuales verifican:

L. VeeS, YVUeN,:xzelU
ii.Vre S, VUeEN,, yeU:IVeN,:VCU
111. \V/ZL‘ES, VUl,UQ GNx:EUENx:UQUlﬂUQ
Proposicion 1.1. Sea & := {Ug:g - U/\fz}
€S

(a) (S,S) es un espacio topoldgico.
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1 GENERALIDADES DE LAS VALUACIONES

(b) B := {U./\/'x} es una base para (S,<).
zes
(¢c) U C S es abierto en (S,S) sii para cada x € U existe U, € B tal que x € U, C U.

Demostracion. El item (a) es consecuencia de (b) Sean Uy, Us € By x € U; NUs,. Por (iii) existe
N, 2 U C U, NUs,, asi por definicion de la base U € B. Ahora bien, x € N, # 0 para cada
x € S por lo que B es también un cubrimiento de S. (c¢) (=) Sea x € U abierto, puesto que B
es base U = |J,; Bi, de alli que x € B, para algin « € I, lo cual a su vez implica que existe
N, 2U, C B, CUtalquez € U,. (c) (<) JU, =U, esto es, U es union de bésicos y por tanto,
abierto en la topologia.

]

Definiciéon 1.2 (Grupo Topologico). La tripla (G, S, +) es un grupo topologico si verifica:

i. (G,S) es un espacio topologico.
ii. (G,-) es un grupo.

S GxG — G .
iii. La aplicacion n : es continua.
(x.y) —> z-y™
Proposicién 1.2. Si G es un grupo topoldgico y # es el sistema de vecindades de e entonces
para cada v € G, v _g es el sistema de vecindades de x.

Demostracion. (i) Sea U, € _#, entonces e € U,, de alli que x € U, para cada U, € z_Z. -
(ii) Sea y € U,, elemento de la forma x -y con y € U., sabemos existe V,, C U,, por lo que
existe también zV, = V; C U,. (ili) Por ultimo, sean U,,,U,, € x_¢, vecindades de la forma
xU,,, xU., respectivamente, sabemos existe U, C U, N U,,, la cual argumenta la existencia de
2U, =U, CU, NU,,.

m

Esta tltima proposicion ya nos da una herramienta poderosa, pues nos dice que podemos entender
toda nuestra topologia estudiando tinicamente los abiertos del elemento identidad.

1.2 Filtraciones y Topologia I-adica
Definicién 1.3. Sea G un grupo topologico, una filtracion de G es una familia {Gy},., tal que:

i. A es un conjunto dirigido.
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1 GENERALIDADES DE LAS VALUACIONES

ii. Gy <G paracada A € A

ii. Si A< \ entonces G5 C G\

Ejercicio 1.1. Toda filtracion {Gy},c, es un sistema de vecindades de e.

Solucion. (i) Es claro por la definicion que e € G para cada A € A. (ii) Si y € G, entonces
para A existe A > A tal que y € G5 C G, (iii) Sean G),, Gy, € {G,}, para A, Ay existe A tal
que A\ <Ay A2 < Ayconello Gy C Gy NGy,

En particular, si G es un grupo abeliano entonces G, < G por lo que los cocientes estan bien
definidos. Para cada A € A considere la proyeccion en el grupo cociente 7y : G 2 x — x + G).
Observese que para x, y € G, A < A, si x —y € G5 entonces z + G5 = y + G5 y también
r + Gy =y + Gy, luego la aplicacion

> )

. G/Gs — G/G\
r+G; — o+ Gy

estd bien definida, y el diagrama ilustrado en la Figura [I] conmuta. Toda esta construccion es bien
recogida por el funtor F' : (A, <) — Ab, el cual envia cada A — G/G, y cada A < N 143
Esta propiedad es sumamente importante, veremos mas adelante como los cocientes adquieren
protagonismo.

G/G

G/G5
11

Figure 1: Inmersiéon de cocientes

Nuestro siguiente paso sera interpretar la topologia de G en términos de la filtracion {G,}, es otras
palabras, entender la topologia desde una perspectiva algebraica.

Ejercicio 1.2. Sea e € U C G. El conjunto U es abierto bdsico sii para cada x € U existe X € A
tal que v € Gy C U.

Solucion. (=) U abierto basico implica U de la forma U = |JG,, luego, si x € U entonces
r € G\ C U para algin A € A. (<) Bajo esta premisa U = | J G, abierto por definicion.
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1 GENERALIDADES DE LAS VALUACIONES

Ejemplo 1. Considere la filtracion {3"7Z} en G =7.

neN?

3"ZC..-C3ZC37ZCZ

;Cuando kZ es abierto en la filtracion? Debe existir A tal que 3’Z C kZ, esto pasa sii k|3*, es
decir, kZ es abierto sii k& = 3* para algtin \. Esto para el caso de la identidad, en su forma més
general

U CSeU=|Jn+3Z

neL

Aunque dimos la definicion de filtracién para grupos topologicos, funciona perfectamente en otros
objetos algebraicos como anillos, cuerpos, espacios vectoriales o moédulos, por mencionar algunos.

Ejemplo 2. Sean R un anillo e I C R ideal propio. Se define la filtracion I-ddica como {I"},

I"C...CI*’CICR
su topologia subyacente es llamada también topologia I-addica.

Teorema 1.1. Sea f : (G,{Gx}) — (H,{H)\}),cp un homomorfismo de grupos. Si f(Gy) C H)
entonces f es continuo.

Demostracion. Basta ver la continuidad en el neutro. Sea V' C H abierto de f(e), existe para él
A€ A tal que Hy C V, luego Gy C f~1(V) = U > e, asi pues U verifica el ser abierto.
O

En lenguaje algebraico este tltimo Teorema se traduce en que f es continua si para cada A € A
existe A € A tal que f(G5) C Hy. Ademas si f es continua existe un morfismo tnico f : G/G5 —
H/H) el cual mapea x + G5 — f(x) + Hy de forma que el diagrama en la Figura [2 conmuta.

. f

H

)

H/H,

~

G/G5

Figure 2: Homomorfismos y continuidad
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1 GENERALIDADES DE LAS VALUACIONES

1.3 Valuacién y Seminorma

Aunque en este momento nos sea mas ilustrativo tomar anillos, la Teoria en si, planteada de aqui en
adelante, funciona perfectamente en otras estructuras como las mencionadas en la seccién previa.

Definicién 1.4. Sea R un anillo con filtracion { Ry} ea y G un grupo abeliano totalmente orde-
nado. Una valuacion de R es una funcion v : R — G U {oo} tal que

i. v(a) = oo siy solosia € ()., Ra
ii. v(ab) = v(a)+ v(b)
iii. v(a+b) > min{v(a),v(b)}

Ejemplo 3. Sea R un anillo con filtracion I-ddica {I"}, . La funcién v;(z) := max{n € N:z €
I"} es una valuacion, conocida como valuacion I-ddica, siempre que I sea un ideal primo.

Definicién 1.5 (Seminorma No Arquimediana). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K.
Una seminorma sobre K es una funcion || - || : V' — R" que verifica

i. ||z|| > 0 para cada x € V.
ii. ||ax| = |ao|||z| para todos o € Ky z € V.
il |z 4yl < max{lz[], [ly[l}

Ejercicio 1.3 (Seminorma I-adica). Sea € € (0,1) fijo. La aplicacion ||z|| := €"1®) es una semi-
norma no arquimediana sobre R.

Solucion. (i) € > 0 implica ||z|| > 0. (ii) ||yz|| = ¥ = 1Wevr@ = ||y||||=||. (iii) v;(a + b) >
min{vy(a),v(b)} luego [la + bl| < max{|lal], [[bf]}-

Este tltimo ejercicio es un ejemplo concreto, sin embargo, hemos de senalar que en general toda
valuaciéon induce una seminorma no arquimediana.

Proposiciéon 1.3.

ker||- || :={a € R:|la| =0} = () I"
neN
Demostracion. (=) Si x € ker || - || entonces ||z| = 0 = €7(*) esto implica que v;(x) = oo, es decir,

x € I" para cadan € N. (<) Si x € [ ™ entonces v;(z) = oo con ello x € ker || - ||7.
0
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1 GENERALIDADES DE LAS VALUACIONES

Ejemplo 4. Sean R = K{z], I = (z) y su filtracion I-adica {I" = (2")}, oy Si f = ao+az+-- -+
a,x™ entonces v(f) = deg(f) =ny || f|| = €". Sea g € ker || - || entonces necesariamente f € (I,
es decir z"|g para cada n € N lo cual pasa sii g = 0. Por lo tanto ker || - || = {0}. En este caso || - ||
mAas que seminorma es norma.

Teorema 1.2. Sea R un anillo con filtracion {I"}, _ para I C R ideal primo. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. (1" =o.
2. La topologia I-dadica 3. es Hausdorff.

3. || - || es una norma.

Demostracion. (1) = (2) Sean x e y dos elementos distintos en el anillo R. Mostrar que son
separables mediante abiertos es equivalente bajo translacion a mostrar que 0 e z —y son separables.
Sabemos que z —y = r # 0, esto implica ||r]| # 0 por lo que existe ny < +oo tal que v/ (r) = ny.
Consideremos los abiertos

U=TI"" vy V =p 4 [rf!

Es claro que 0 € U y r € V. Supongamos ahora que existe ¢ € U NV, entonces ¢ = r + s para
s € ™! Tuego r = g — s € I"™*! lo cual supone una contradiccion pues v;(r) = ng. Por lo tanto
UNV =0y la topologia . es Hausdorff.

(2) = (3) Supongamos existe x # 0 € R tal que ||z|| = 0. Sabemos por la proposiciéon que
x € () I™, y por hipotesis que existen abiertos U, V talesque 0 e Uy z €V con UNV =0 de la
forma:

U=1I"y V=x+4+I™M
sin embargo x € (|I™ C I™ por lo que z € U NV hecho que supone una contradiccién. Por lo

tanto ||z|| = 0 implica x = 0.

(3) = (1) ||z]| = 0 sii # = 0 implica ker || - || = I = 0.
]

El tener una topologia separable nos va a ser util mas adelante, pues esta propiedad nos va a
permitir tener una nociéon de unicidad a la hora de plantear limites.

Ejemplo 5. Sea p primo e [ = (p) C Z. La filtracion {p"Z} verifica [I™ = 0, escogiendo € = 1/p
tenemos

vp(x) :=max{n € N:z € p"Z} ~ max{n € N: p"|z} «+— Valuacion p-ddica
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1 GENERALIDADES DE LAS VALUACIONES

1 vp()
]|, == <—) <— Norma p-ddica
p

En busca de agregar generalidad y no restarle potencial a nuestra construcciéon de la Teoria desde
seminorma recordamos que para todo espacio seminormado (X, || - ||) podemos construir uno nor-
mado haciendo X/ ker|| - ||. Esta observacion es mejor recogida en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4. Sea U : Norm — SemiNorm el funtor olvido que lleva a un espacio normado
en el seminormado inducido por la norma original. Eziste V : SemiNorm — Norm tal que
(V,U) es adjunto (recupera la propiedad).

No incluimos la demostracion pues no compete a las presentes notas, mas sin embargo, desta-
camos el potencial de esta técnica categorica a la hora de estudiar construcciones y propiedades
universales, véase [5].

1.4 Convergencia y Completacion

En la seccion previa vimos el surgimiento de la norma desde el concepto de valuacion. FEsta
herramienta adicional nos sugiere un curso natural en la Teoria, agregar perspectiva analitica a
nuestro dio Algebra-Topologia. Es por ello que en esta seccién nos ocuparemos de migrar conceptos
de esta area, apuntando a la completacion de espacios como gran objetivo.

Definicion 1.6 (Convergencia). Sea {x,} sucesion en un grupo G con filtracion {G,}. La sucesion
{z,} — @ sii para cada G existe N € N tal que {z,,},y C 2+ Gy.

Definicién 1.7 (Sucesion de Cauchy). La sucesion {z,} es de Cauchy sii para cada G, existe
N € N tal que {z, — Zm}, ,sn © Ga

Proposicion 1.5. Una sucesion {x,} es de Cauchy si y solo si lim ||z, — Zpi1|| =0
n—oo

Demostracion. (=) {x,} Cauchy implica que para cada GG existe una cola de la sucesion tal que
{x,} C Gy, luego &, — x,,11 = 0 (mod G)), asf

lim ||z, — zp41]] =0
n—oo

(<) Sea G\ C G por hipotesis z,, — x,+1 € G, para m > n tenemos

m—1

Tpn — T = E Ty — Tpp1 € G
n=~k

para luego para n > N tenemos {z, — x,,} C G,.
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1 GENERALIDADES DE LAS VALUACIONES

Llegados a este punto preguntarnos por la completitud de (G, {G,}) es de lo més normal, més atn
ante una respuesta negativa, el plantear su completaciéon a un grupo con filtracion que si lo sea.
Con este objetivo en mente, plantearemos la completacién como un limite funtorial, sin embargo,
previo a ello hemos de estudiar la siguiente proposicion.

Proposicion 1.6. Sea I una categoria inderada y F : I — Grp un funtor. La dupla (L,{p;})
es el limite de F', donde

L= {HF(i):F(f:i—)j):g:Gi—>Gj} y pi:L— G
iel

Demostracion. Propiedades (i) y (ii) de la definicion [3.7] son satisfechas por la definicion propia de
L. (iii) Sea (M, {p;}) otro cono, existe un tinico morfismo h' : M — [[ F(i) D L. Por lo tanto,
existe también un unico h = h'|; tal que m —— (p;(m));er, esta imagen pertenece a L pues si
f 1 — j entonces F(f)(pi(m))icr = (pj(m));er. Es claro asi que p; o h = ¢;, y la unicidad es
inmediata.

]

Teorema 1.3. Sea G grupo con filtracion {G\} y G = lim G/Gy. El grupo G tiene una filtracion
(—

tal que el morfismo candnico es continuo y es completo.

Demostracion (Sketch). Sean my y py las proyecciones canénicas en G/Gy de G y G respectiva-
mente. Por la propiedad universal del limite existe un tnico a : G — G tal que T, = a0 P, para
cada A € A. Sea F* := Ker{py}, la familia {F*} es una filtracion de G. Observemos en la Figura
que para cada A € A ambas sucesiones son exactas, por lo que G /F* = G/Gy, hecho que nos
garantiza G Hausdorff y « continua.

0 G GQA
3B al () G/G, 0
; /
0 F)\ - a D

]

Figure 3: Morfismo canoénico

Sea {Z,} C G sucesion de Cauchy, esto es, para cada n € N

T, = (xgl)\l)jajgl)\z)j . ) c é = hIIlG/G/\
P
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1 GENERALIDADES DE LAS VALUACIONES

Cada {:m({\i)} es Cauchy en G/G,,. Por definicién de sucesion Cauchy para cada A € A existe una
cola tal que 7, € F* = Ker{p,}, observemos en la Figura [4| como los morfismos inclusiéon y py

llevan esta cola a su respectiva en cada coordenada. El elemento x := (x,(fil), x,(ff), ...) € G es el
limite de {x,}.
O
~(A
M =0
M
= ~
df m G/G) 0
0 A G {

Figure 4: Convergencia por coordenadas

La completacion de (G, {G,}) surge precisa e intuitivamente como el espacio de todas las sucesiones
Cauchy con sus términos como coordenadas, en estas tuplas infinitas.

Lema 1.1. Sea (N,{N)}) completo y f : G — N morfismo continuo entonces existe un tinico

~

f:@%Ntalquef:aof.
Demostracion. Dado que f es continua f(G,) C Ny, por lo que podemos plantear la inclusion
fr: G/Gx — N/N} y argumentar asi por la propiedad universal del limite la existencia de f. La

situacion es ilustrada en la Figura
O

Este ultimo lema nos deja ver que Gesla completacion mas pequena de (G, {G,}), cualquier otra
aparece como un factor de ella. Este ultimo lema motiva el siguiente corolario.

Corolario. Sean Comp la categoria de grupos con filtracion completos y Filt la de grupos con
filtracion y U : Comp — Filt el funtor olvido. Entonces existe

V : Filt — Comp

~

G — G

tal que (V,U) es adjunto.
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1 GENERALIDADES DE LAS VALUACIONES

=)

)

G/G) N/N,

A

Figure 5: Factorizacion

Demostracion. Sean T € Comp, G € Filt y a : G — V(G). Consideremos para ellos

¢ : Hom(V(G),T) — Hom(G,U(T)) ¢ : Hom(G,U(T)) — Hom(V(G),T)

g — goa« h — hoa

La correspondencia entre ellas es unideterminada, y la conmutatividad es evidente.
m

Ejemplo 6. Denotamos Z, := UmZ/p"Z a los enteros p-adicos, completacion del anillo Z con
e

respecto a la norma p-adica.

Proposicion 1.7. Para todo a € Z, eziste una unica sucesion (a,) de elementos en Z/pZ tal que

a:Zanp” a, € {0,1,...,p—1}
n=0

Ejercicio 1.4. Z, es dominio entero.

Solucion. Sean a = (ay,), b = (b,) € Z,, verifiquemos por induccioén que si a - b = (0,,) entonces
a=00b=0.

Paso Base Si agby = 0 entonces ag = 0 0o by = 0 pues se trata de enteros.

Paso Inductivo Supongamos se verifica para el indice k& que ar = 0. Tenemos que a; =
ary1 (mod pF) implica 0 = hp* (mod p*), a su vez es cierto también que 0 = hp*~! (mod pF)
pero h € {0,1,...,p — 1}, entonces necesariamente h = 0 = a4 .
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1 GENERALIDADES DE LAS VALUACIONES

Ejemplo 7. Denotamos Q, = Quot(Z,) al cuerpo de los nimeros p-adicos.

Ejemplo 8. La completacion de K[z] con la filtracion [-adica para I = (x) es el anillo de las series
formales K[[x]].

1.5 Propiedades y Resultados

En esta seccion veremos caracterizacion y resultados importantes respecto a las completaciones
que hemos hecho en las secciones previas, buscando mas un potencial aplicativo, algo necesario
llegados a este punto.

Definicién 1.8 (Anillo Valuado). Un anillo R = D se dice valuado sii es dominio entero y para
cada x # 0 € K = Quot(R) # R tenemos que x € Ro z~! € R.

Ejercicio 1.5. Sea R un anillo valuado. Existe una funcion v : K — I' U {oo} que es valuacion

sobre K vy verifica
D={xe€ K :v/(x) >0}

Solucion. Sea I C D el ideal conformado por todos los elementos no invertibles de R. I es primo,
consideremos para él, filtracion y seminorma I-adica en I' = Z con € = e. Bajo estas condiciones
tenemos

vi(z) :=log||z|]| v vi(x) >0 2 €D

Teorema 1.4 (Anillos de Valuacion Discreta). Sea R un anillo, las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. R es PID con un unico ideal mdximal no nulo.

2. R es PID y no es campo.

3. R es un anillo valuado y v(K) = Z.

4. R es PID, noetheriano local con ideal maximal principal y no es campo.

Demostracion. (1) = (2) Inmediato, un campo solo tiene los ideales triviales. (2) = (3) R PID
implica R dominio de integridad y R # K, en virtud del ejercicio [1.5| existe la valuacién mas
atn aqui I = (7) para algin 7 € R no invertible, luego v(K) = Z. (3) = (4) Sea I C R ideal,
consideremos su imégen por la valuacion v;(I) =S C Z. S es subgrupo de Z pues si n,—m € S
entonces existen z,y € K tales que v(z) =n y v(y) = —m, ahora xy € I y v(zy) = v(z) +v(y) =
n —m € S. Esto implica S = kZ = (k). Por lo tanto, v='(S) = I = (v"!(k)), es decir, R es PID.
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1 GENERALIDADES DE LAS VALUACIONES

En un argumento similar v(/)) lleva la cadena de idelaes en R en otra de Z que es noetheriano,
por lo que existe v([,,) tal que v(l;) C v(l,,) C Z para cada k, la cadena para. Por ultimo, el
ideal I = (m) compuesto de todos los elementos no invertibles de R es el maximal lo cual justifica
el ser local y no campo. (4) = (1) inmediato.

Ejemplo 9. Como vimos en la secciéon previa Z, es dominio entero, por lo tanto, es también
noetheriano.

Lema 1.2 (Krull). Sea R un anillo noetheriano local e I C R entonces (1™ = 0.

El Lema de Krull nos asegura buenas condiciones para trabajar en anillos de valuacion discreta,
también motiva y da pie al Lema de Hensel que es una extension del método de Newton-Rhapson
para aproximar raices de polinomios a este tipo de anillos, agregando el encanto de que aqui con-
verge siempre. Todo esto surge como ventaja de trabajar el limite proyectivo, tenemos congruencias
en campos residuales que permite este importante y aplicativo resultado.

Teorema 1.5 (Hensel). Sea A un anillo noetheriano local completo con respecto a su ideal mazimal
m. Denotamos K := A/m su campo de residuos. Para cada f(z) € Alz] monico sea f(z) € K|z]

su reduccion modulo m. Si f(x) = G(x)H(z) para G y H coprimos entonces ezisten unicos
g(x),h(x) € Alzx] tales que

1. g y h son monicos
2. deg(g) = deg(G) y deg(h) = deg(H)
3. 9=Gyh=H

Demostracion. A completo sugiere A := lim A/m™ para n € N, con ello en mente recordemos la
e

inmersion de cocientes vista en la seccion [[.2 En estos nuevos términos tenemos

Al]
@)
A/m™" o A/m" ! A/m"[z] S A/m™ ]
Figure 6: Inmersion de cocientes y polinomios
SiT(f) = gn € A/m"[x] entonces, puesto que p "' o7, 1 = 7, tenemos

Jn (mod m™)
h

/g\n-i-l
thrl

» (mod m™)
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Sea d, = f — gnh, € A/m"[z]. Por hipotesis tenemos G, H coprimos en K[z] dominio euclidiano,
luego
1 = OélG + BIH (II)

Probaremos por induccién cada n € N lo planteado en se cumple [[ también deg(g,) = deg(G) y
deg(h ) = deg(H).

Paso Base. La proyeccion 7; @ A[z] — A/m]x] es sobreyectiva, luego H y G tienen preimagen
71, h1 que verifican las condiciones.

Paso Inductivo. Supongamos la iteracion valida para cierto valor k, usando la misma notacion
manejada hasta ahora

Jk+1 =gk + S

(111)
hk+1 = hk; +t

De [[I| tenemos 1 = aygy + Bkhk (mod m*), multiplicando esto por dj nos queda
= (drk) g + (diSi) i (mod m**) (IV)
Sean ahora g5 = gr + diSBk ¥y hk‘jrl = hk, + dyoy,, asi definidos

91 = gk (mod mk)
hoq = hy (mod mF)
Luego
G = gihi + di = f (mod m* ) (V)

Puesto que gy, hi, son moénicos, al dividir di.f0; y droy por ellos tenemos

{dkﬁk = lrgr + s

(VI)
dkOék = mkhk + 1

Para esta escogencia de s, t y definiendo el siguiente paso como en [[I]] por la igualdades IV, [V] y
[Vl tenemos

Ges1his1 = f (mod m*™) & f — gphy, € ﬂmk =0
Unicidad es inmediata, pues en dominio euclidiano los residuos son unideterminados.

O

Ejemplo 10. La version p-adica del Lema de Hensel me dice que si f(x) € Z,[z] y f(z) € Z/pZiz]
tiene una rafz simple «; entonces existe un tnico § = Y °  a,p" € Z, que es raiz simple del

polinomio f(z). La condicion de ser raiz simple se traduce en df(«;) # 0. El algoritmo

o
df (o)

Qpt1 = Oy —
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Ejercicio 1.6. Determinar la existencia de soluciones x> +1 =0 en Zs y Zr.

Solucion. x*+1 tiene solucion en Z, sii tienes solucion en Z/pZ. Buscamos entonces primeramente
soluciones en Z/5Z y Z]7Z

Z]5Z Z]TZ

0—1

0—1 12
1—2 2—5
2—0 3—3
3—0 4—3
42 55
6—> 2

Por un lado, aé) =20 ozo = 3 son soluciones (mod 5) y por el otro no hay soluciones en Z;.

Mejoremos la solucion ao , df(2) = 4 por lo que podemos aplicar el algoritmo

2—-5-19

Iteracion 1 ozgl) =2-2 —93 =7 (mod 25)

Tteracion 2 of” =7 -3 =7 _50.9 =57 (mod 125)

14 —

Hay solucion f € Zs y B~ 2-5%+1-5"+2-5% con error > 7, a,p™.

2 Interpretaciones Graficas

Al ser la completacion un limite proyectivo, las congruencias inmersas en él nos permiten visualizar
de alguna manera toda la teoria vista hasta ahora de un nivel de abstracciéon importante. Esto es
posible gracias a que la topologia (abiertos) estd completamente determinada por los elementos de
la filtracion.

Existen varias formas de visualizar, sin embargo, acd nos concentraremos en la interpretacion en
fractales y los arboles p-adicos.

2.0.1 Fractales

Retomando nuestro ejemplo [1| de la filtracion {3"7Z}, teniamos que nuestros abiertos basicos eran
de la forma G = 3*Z y la filtracion tenia la forma

3"ZC..-C3ZC37ZC7Z
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2 INTERPRETACIONES GRAFICAS

v
& &

c) 3*Z = 9Z d) 33Z = 277

Figure 7: Abiertos k + 3"Z k € {0,1,--- ,3" — 1}
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2 INTERPRETACIONES GRAFICAS

En la figura [7] los triangulos blancos representan los abiertos. Podemos notar perfectamente las
contenciones y separabilidad de los abiertos que me hablan de ese refinamiento con el que se trabaja
la convergencia. Al repetir este proceso al infinito tenemos que cada punto representa un entero
3-adico.

2.0.2 Arboles p-adicos

Este modelo consiste en, a partir de un punto inicial que vendria representando Z sacar exactamente
p ramas, que serian las clases de equivalencia de Z/pZ. A partir de ahi subdividimos cada rama
en otras p ramas, y asi{ sucesivamente. Este modelo es més provechoso pues nos permite una
representacion incluso més visual que la anterior de la aproximaciéon de un niimero p-adico.

Retomemos el ejercicio donde aplicamos el Lema de Hensel en Zs; buscando la solucion del
polinomio 22 + 1. Encontramos alli la aproximacién = 2-5%+1-5* +2-5% Los coeficientes son
importantes pues me dicen la clase de equivalencia que toma mi niimero en cada nivel del arbol.

(a) By € BZ (b) B2 € 25Z (c) B3 € 125Z
Figure 8: Aproximaciones de 3 € Zs : (8)* +1 = 0}
En este modelo cada camino representa un ntmero p-adico. Las clases de equivalencia en el

diagrama estdn ordenadas en sentido antihorario, para el paso base 5Z la clase del cero 0 esta
representada por la rama cuyo angulo 6 = 0.
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3 APENDICE A

3 Apéndice A

3.1 Esenciales Categoéricos
Definicion 3.1 (Categoria). Una categoria € consiste de los siguientes elementos:

e Una coleccion de objetos denotada Obg

e Una colecciéon de morfismos fo : A, — B, entre los objetos de la categoria, denotada Morg

Una ley de composiciéon asociativa tal que, para toda f: A — By g: B — C, existe una
flecha fog: A— C

Para todo A € Oby, existe un morfismo identidad 14 : A — A tal que para f: A — B
fola=lpof=f
Ejemplos de algunas categorias esenciales son:

Set Conjuntos, y las aplicaciones entre ellos.
Top Espacios topologicos con las aplicaciones continuas.

Ab La categoria de los grupos abelianos, con los homomorfismos de grupos, esta es subcategoria
de Grp, grupos en general.

Definicion 3.2 (Hom-Set). Sea ¢ una categoria. Para A, B € Oby, denotamos Homy (A, B) a la
coleccion de flechas de A — B en la categoria €.

Definiciéon 3.3 (Funtor). Sean ¢’y Z categorias. Un funtor es un mapeo F; ¢ — Z tal que:
i. YC € Oby, F(C) € Obgy
ii. Vf: A— B € Morg, F(f): F(A) — F(B) € Mory
iii. VA € Oby, F(14) = 1p(a)
iv. Vf: A— B, g: B — C € Morg, F(go f): F(g) o F(f)

Definiciéon 3.4 (Categoria Opuesta). Sea € una categoria, su categoria opuesta o categoria dual
%P es ella misma pero con las flechas invertidas.

f:B— A€ Morge < 3f : A — B € Morg

Esta categoria dual trabaja con las mismas identidades y ley de composicion de la original.
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¢ ) —Tte)
h ~> F(h) ) G(h)
D F(D) J G(D)

Definicion 3.5 (Funtor covariante y contravariante). Sea F' : 4 — & funtor. F se dice covariante
si respeta la direccion de las flechas, es decir, para f: A — B, F(f) : F(A) — F(B). Por otro
lado, F' es contravariante si F' : € — & es covariante.

Ejemplo 11 (Funtores Hom-Set). El mapeo Homg (X, —) : € — Sets define un funtor covariante
de la siguiente manera

A — Homg (X, A)
f:A— B +— Homg (X, f): Homg (X, A) — Homy (X, B)

Analogamente, se define Homg(—,Y') : € — Sets contravariante

A +—— Homg(A,Y)
g:A— B +— Homyg(g,Y): Homg(B,Y) — Homg(A,Y)

Definicién 3.6 (Transformacion Natural). Sean €, & categorias, y F,G : € — & funtores. Una

transformacion natural 6 : F' — G consiste de una coleccion de morfismos en & (0¢ : F(C) —
G(C)) tales que, para todos C;, D € € e h: C — D el siguiente diagrama conmuta

Denotamos Nat(F, G) a la coleccion de todas las transformaciones naturales entre F'y G.

3.2 Limite Funtorial y Funtores Adjuntos

Definicién 3.7 (Limite Funtorial). Sea I una categoria indexada y F': I — % un funtor. El
limite de F' es una dupla (L, {¢;},.,;) también llamada cono universal tal que

. Le¥
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Y

[ i L
" Pi Py
@
FO) o FU)

Figure 9: Cono universal

ii. ¢;: L — F(i) es un morfismo en % tal que si f : i — j € Mor; entonces el diagrama en la
figura [9] conmuta.

iii. Si existe otro cono (M, {1, }:cr) que verifica i y ii entonces existe un morfismo tnico h : M —

L tal que ¢; = h o ¢;.

Definicién 3.8 (Funtor adjunto). Sean €, 2 categorias, F': ¢ — 2y G : 9 — € funtores.
(F,G) es adjunto F' 4 G si existe una biyeccion natural entre los morfismos

Hom(F(C), D) = Hom(C,G(D))
Para cada C € €y D € 9.

Teorema 3.1. Si (F,G) es adjunto, entonces F' preserva limites y G preserva colimites.
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